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第2讲瓜豆原理与费马点问题练习

一、 瓜豆原理

练习1

A. B. C. D.

1. ★★
如图，已知 的半径为 ， ，点 为 上一动点，以 为边作等边 ，则线段

的长的最大值为（   ）．
M

P

AO

【答案】D

【解析】如图，以 为边向下作等边 ，连接 ．
M

P

AO

∵ ， 都是等边三角形，

∴ ， ， ，

∴ ，

∴ ≌ （ ），

∴ ，

∵ ，即 ，

∴ 的最大值为 ，

∴ 的最大值为 ．

2019~2020学年广东广州荔湾区初三上学期期末第10题3分
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故选 ．

【标注】【知识点】瓜豆原理（轨迹与最值）：轨迹为弧

2. ★★★
如图，⊙ 半径为 ， 的顶点 ， 在⊙ 上． ，点 在⊙ 内，且 ，当

点 在圆上运动时， 的最小值为            ．

【答案】

【解析】方法一：

方法二：

如图，

先视 为定点，构造 ，则 ，则

则 的轨迹是以 为圆 为半径的圆．

如图，

延长线 交⊙ 于 ，则 为等边三角形，
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又∵ ，

∴ 的轨迹为 的外圆．

综上，最小值为 ．

【标注】【知识点】瓜豆原理（轨迹与最值）：轨迹为弧

3. ★★★
如图，矩形 中， ，  ， 为 的中点，将 绕着点 旋转得到 ，连接

．以 为边作等边 （点 、 、 按顺时针方向排列），连接 、则 的最小值

为            ．

【答案】

【解析】对主动点 ：向上构等边三角形得 ，

对主动点所在圆心 ：向上构等边三角形得 ，

则 ≌  ，

∴ ， ∴ 在以 为圆心， 为半径的圆上运动，

 ．

当 、 、 共线时取最值，最小值为  ．

【标注】【知识点】瓜豆原理（轨迹与最值）：轨迹为弧

2020~2021学年湖北武汉青山区初三上学期期中第16题3分
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练习2

A. B. C. D.

4. ★★
如图，在等腰 中， ，点 在以 为直径的半圆上， 为 的中点．当

点 沿半圆从点 运动至点 时，点 运动的路径长是（   ）．

【答案】B

【解析】方法一：

方法二：

取 中点 ，连接 ，取 中点 ，

∵在等腰 中， ，

∴ ，

∴ ，

则 ，

故 的轨迹在以 为圆心，半径为 的圆上．

∴ ．

故选 ．

取 的中点 ， 的中点 ， 的中点 ，

连结 ， ， ， 、 ， ，如图．

∵在等腰 中， ，

2020~2021学年湖北武汉武昌区初三上学期期中（七校联考）第10题3分
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∴ ，

∴ ， ．

∵ 为 的中点，

∴ ，

∴ ，

∴点 在以 为直径的圆上，

点在 点时， 点在 点；

点在 点时， 点在 点，易得四边形 为正方形，

，

∴ 点的路径为以 为直径的半圆，

∴点 运动的路径 ．

故选 ．

【标注】【知识点】瓜豆原理（轨迹与最值）：轨迹为弧

练习3


A. B. C. D.

5. ★★★
如图所示，在 中， ， ， ， 为 中点， 为 上的动点，将

绕点 逆时针旋转 得到 ，连接 ，则线段 的最小值为（  ）．

【答案】C

【解析】如图所示，过 作 于 ，

则 ，

由旋转可得， ， ，

2017~2018学年3月浙江金华初三下学期月考第10题3分
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∴ ，

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∴当 时， ，即点 与点 重合，

此时 ，

∴线段 的最小值为 ．

故选 ．

【标注】【知识点】旋转性质综合应用

6. ★★
如图，边长为 的正方形 中，动点 在 边上，以 为直角边向上作等腰 ，边

与 交于点 ，连接 ，则线段 在运动过程的最小值为            ．

【答案】

【解析】如图，过点 作 于 ，过点 作 于 ，

设 ，

则 ， ，

∴
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，

∴当 时， 的值最小，最小值为 ．

【标注】【知识点】瓜豆原理（轨迹与最值）：轨迹为直线

7. ★★★
如图，在平面直角坐标系中，已知点 ， 为 轴正半轴一动点，连接 ，以 为一边向下

作等边 ，连接 ，则 的最小值为            ．

【答案】

【解析】以 为边向上方作等边  (构造“双子型”)，连接 ，

显然有 ≌ ，则 ．

为定点，动点 在 轴上，根据 “点到直线的距离，垂线段最短”，

可知当 轴时(即 ， 重合时)，

最短，此时 ．故 的最小值为 ．

【标注】【知识点】SAS

【知识点】垂线段最短

【能力】推理论证能力

8. ★★★
如图，在平面直角坐标系中，已知点 ， 是等边三角形．点 是 轴上一动点，以线段

为一边，在其右侧作等边 ．在点 的运动过程中， 的最小值为            ．
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【答案】

【解析】作 关于 轴对称点 ，则 为等边三角形，

∴ ≌ ，∴ ，

当 轴时， 最小，此时 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】垂线段最短

练习4


9. ★★★
矩形 ， ， ，等腰 中， ， 在 上，当 从 运动到

时，点 的路径长为            ．

【答案】



9

【解析】法一：

如图，延长 至 ， ，连接 ，

∴ 为等腰直角三角形，

连接 ，

∵ ，

∴ ，

又∵ ，

，

∴ ，

∵点 轨迹 ，

∴ 的最大值为 ，

法二：

由瓜豆原理可知， 为定点， 为主动点， 为从动点，

当 在 上运动时， 轨迹也为线段，且为点 的 倍，

由已知 ，即点 路径长为 ，

故点 路径长为 ．

【标注】【知识点】瓜豆原理（轨迹与最值）：轨迹为直线

10. ★★
如图，正方形 的边长为 ，点 为 边上一动点，以 为直角边作等腰 ， 为边

的中点，当点 从点 运动到点 ，则点 的运动路径长为            ．

 

【答案】
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【解析】如图， 的轨迹为线段 ，长度为 ．

【标注】【知识点】瓜豆原理（轨迹与最值）：轨迹为直线

11. ★★★
如图，在正方形 中， ， 落在坐标轴上， ， 为 上的一个动点， ，

，当点 从 运动到 时，则点 的运动路径长为            ．

【答案】

【解析】在 上截取 ，连接 、 ，

∵四边形 是正方形，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ．

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ， ，

点从 运动到 ，

2018~2019学年浙江宁波鄞州区宁波市鄞州蓝青学校初二下学期期末第16题4分
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点 和点 也跟随移动，但 始终等于 不变， 也始终等于 ，

∴当 时， ，即点 的运动路径长为 ．

M

【标注】【知识点】瓜豆原理（轨迹与最值）：轨迹为直线

12. ★★★★
如图，已知点 是第一象限内横坐标为 的一个定点， 轴于点 ，交直线 于点 ．

若点 是线段 上的一个动点， ， ，则点 在线段 上运动时， 点不

变， 点随之运动．求当点 从点 运动到点 时，点 运动的路径长是            ．

x

y

O

【答案】

【解析】由题意可知， ，点 在直线 上， 轴于点 ，则 为等腰

直角三角形， ．

如答图①所示，

x

y

O

图

设动点 在 点（起点）时，点 的位置为 ，动点 在 点（终点）时，点 的位置

为 ，连接 ，

∵ ， ，

2013年浙江湖州中考真题第16题4分
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∴ ，

又∵ ， ，

∴ （此处也可用 角的 三边长的关系来求得），

∴ ，且相似比为 ．

∴ ．

现在来证明线段 就是点 运动的路径（或轨迹）．

如答图②所示，

x

y

O

图

当点 运动至 上的任一点时，设其对应的点 为 ，连接 ， ，

∵ ， ，

∴ ，

又∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

又∵ ，

∴ ，

∴ ．

∴点 在线段 上，即线段 就是点 运动的路径（或轨迹）．

综上所述，点 运动的路径（或轨迹）是线段 ，其长度为 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】与圆有关的动点、轨迹问题

二、 费马点问题

练习5

13. ★★★2016年湖北武汉江汉区初三中考三模第15题3分
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在 中， ， ， ，点 为 内一点，连接 、 、

，且 ，则             ．

【答案】

【解析】∵ ， ， ，

∴ ，

∴ ，

∵ 绕点 顺时针方向旋转 ，

∴ ，

∴ ，

∵ ， ， ，

∴ ，

∵ 绕点 顺时针方向旋转 ，得到 ，

∴ ， ， ，

∴ 是等边三角形，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ，

∴ 、 、 、 四点共线，

在 中， ，

∴ ．

【标注】【知识点】费马点
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A. B. C. D.

14. ★★★
已知点 是 内一点，且它到三角形的三个顶点距离之和最小，则 点叫 的费马点

（Fermat point）．已经证明：在三个内角均小于 的 中，当

时， 就是 的费马点．若点 是腰长为 的等腰直角三角

形 的费马点，则 （   ）．

【答案】B

【解析】过点 作 于点 ，在 内部过 、 分别作 ，则

，点 就是费马点，

在等腰 中， ， ，

∴ ，

∴ ，

故

解得： ，则 ，

故 ，同法可得 ，

则 .

故选 ．

【标注】【知识点】费马点

2017~2018学年1月浙江金华义乌市初二上学期月考第10题3分

15. ★★★★
如图所示，在矩形 中， ， ， 是矩形内部一点， 是 中点，则

的最小值为            ．

【答案】
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【解析】 ， ，  ，最小值为

．

【标注】【知识点】费马点

1

2

（ 1 ）

（ 2 ）

16. ★★★★
小明遇到这样一个问题：如图 ，正方形 是正方形，点 对角线 上任意一点，连接 、

．当 的最小值为 时，求正方形的边长．

小明是这样思考的：利用变换和等边三角形将边的位置重新组合．他的方法是以点 为旋转中心将

逆时针旋转 得到 ，连接 ，此题可解，如图 ．

请你回答：

当点 在何处时， 的值最小，并说明理由．

当 的最小值为 时，求正方形的边长．

参考小明同学思考问题的方法，解决下列问题：

如图 ，在 中， ， ．点 为 内一点，连接 ， ，

，求 的最小值．
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【答案】 1

2

（ 1 ）

（ 2 ）

当 点位于 与 的交点处时 的值最小，即等于 的

长．

正方形的边长为 ．

【解析】 1

2

（ 1 ）

（ 2 ）

易证， ≌ ．

∴ ．

∵ ， ，

∴ 是等边三角形．

∴ ．

∴ ．

根据“两点之间线段最短”，得 最短，

∴当 点位于 与 的交点处时 的值最小，即等于 的

长．

过 点作 交 的延长线于

∴

设正方形的边长为 ，则 ， ，

在 中，

∵ ，

∴ ，

解得， （舍去负值），

∴正方形的边长为 ．

【标注】【知识点】动点与线段-无数轴

（ 1 ）

17. ★★★★
回答下列各题：

阅读证明
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（ 2 ）

（ 3 ）

①如图 ，在 所在平面上存在一点 ，使它到三角形三顶点的距离之和最小，则称点

为 的费马点，此时 的值为 的费马距离．

②如图 ，已知点 为等边 外接圆的 上任意一点．求证： ．

知识迁移

根据( )的结论，我们有如下探寻 (其中 ， ， 均小于 )的费马点和费马距

离的方法：

第一步：如图 ，在 的外部以 为边长作等边 及其外接圆；

第二步：在 上取一点 ，连接 ， ， ， ．易知

            ；

第三步：根据( )①中定义，在图 中找出 的费马点 ，线段            的长度即为

的费马距离．

知识应用

已知三村庄 ， ， 构成了如图 所示的 (其中 ， ， 均小于 )，现选取

一点 打水井，使水井 到三村庄 ， ， 所铺设的输水管总长度最小．求输水管总长度的

最小值．
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

 ; 

千米．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

如图 ，延长 至 ，使 ．

∵在等边 中，

∴ ，

∵ ，

∴ 为等边三角形，

∴ ， ，

∴ ，

∴ ，

∵在 和 中，

，

∴ ≌ ．

∴ ．

由（ ）得出：第一步：如图 ，在 的外部以 为边长作等边 及其

外接圆，

第二步：在 上取一点 ，连接 ， ， ， ．

易知 ，

第三步：根据（ ）①中定义，在图 中找出 的费马点 ，线段 的长度

即为 的费马距离，

故答案为： ； ．



19

（ 3 ）如图 ，以 为边在 的外部作等边 ，连接 ．

∴ 的长就是 的费马距离．

可得 ，

∴ ．

∴输水管总长度的最小值为 千米．

【标注】【知识点】费马点


